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บทที ่1 เวกเตอร์ (Vector) 
บทนํา 

เวกเตอร์ เป็นปริมาณทางกายภาพทีบ่อกทั้งขนาดและทิศทาง ตัวอย่างปริมาณเวกเตอร์ ได้แก่ การกระจัด 
ความเร็ว ความเร่ง และแรง ในบทนี้จะศึกษาพีชคณิตเวกเตอร์ การรวมเวกเตอร์  การคูณเวกเตอร์ นักศึกษาจึง
จําเป็นต้องทําความเข้าใจในเรื่องดังกล่าว ไม่ว่าจะเป็นการวิเคราะห์ เวกเตอร์เชิงกราฟ วิเคราะห์เชิงพีชคณิต และ
การคูณเวกเตอร์ 
1.1 พีชคณิตเวกเตอร์ (Vectors algebra) 

ในทางฟิสิกส์และวิศวกรรมศาสตร์นั้นการทราบจํานวนและหน่วยของปริมาณใดปริมาณหนึ่งจะไม่เพียงพอ
สําหรับอธิบายปริมาณนั้น ๆ ให้สมบูรณ์ได้ เช่น การเดินไปทางทิศเหนือ 8 กิโลเมตร ย่อมมีตําแหน่งแตกต่างจาก
การเดินไปทางทิศตะวันออก 6 กิโลเมตร การกล่าวเพียงสั้น ๆ ว่าได้เดินทางไป 8 กิโลเมตร จะไม่สามารถบอก
ตําแหน่งสุดท้ายได้ถ้าไม่ทราบทิศของการเดิน ตําแหน่งที่เปลี่ยนไปนี้เราเรียกว่า การกระจัด (Displacement) ซึ่ง
เรียกปริมาณที่มีทั ้งขนาด (Magnitude) และทิศทาง (Direction) ว่า ปริมาณเวกเตอร์ (Vector quantity) เช่น 
ความเร็ว ความเร่ง แรง โมเมนต์ ฯลฯ ส่วนปริมาณที่มีเฉพาะขนาดเพียงอย่างเดียวจะเรียกว่า ปริมาณสเกลาร์ 
(Scalar quantity) เช่น มวล ปริมาตร ความหนาแน่น ความดัน อุณหภูมิ อัตราเร็ว อัตราเร่ง ฯลฯ การคํานวณทาง
คณิตศาสตร์ของปริมาณสเกลาร์ จะเหมือนกับการคํานวณทั่วไป ส่วนการคํานวณปริมาณเวกเตอร์ จะต้องคํานึ่งถึง
ทิศทางของปริมาณนั้นด้วย จึงเรียกการคํานวณแบบนี้ว่า พีชคณิตเวกเตอร์ (Vector algebra) ซึ่งจะกล่าวอย่าง 
ละเอียดดังต่อไปนี้ 

1.1.1 ปริมาณสเกลาร์ (Scalar quantity) ปริมาณสเกลาร์ คือ ปริมาณที่มีแต่ขนาดเพียงอย่างเดียว ไม่มี
ทิศทาง ตัวอย่าง เช่น เวลา อุณหภูมิประจุไฟฟ้า พลังงาน และปริมาตร มวล ระยะทาง อัตราเร็ว อัตราเร่ง เป็นต้น 
ดังนั้นปริมาณสเกลาร์จึงเป็นปริมาณต่าง ๆ ที่บอกแต่เพียงขนาดเพียงอย่างเดียวก็เป็นที่เข้าใจได้อย่างสมบูรณ์ได้  

1.1.2 ปริมาณเวกเตอร์ (Vector quantity) ปริมาณเวกเตอร์ คือ ปริมาณที่มีทั้งขนาดและทิศทาง ซึ่งอาจ
เขียนแทนด้วยลูกศร โดยความยาวลูกศรจะแสดงขนาดและหัวลูกศรแสดงทิศทางของเวกเตอร์นั้น ๆ นอกจากนี้เรา
ยังสามารถเขียนเวกเตอร์ได้ โดยการกําหนดขนาดเวกเตอร์ด้วยตัวอักษรโรมันที่มีหัวลูกศรกํากับ 
หรือเขียนเป็นตัวตัวหนา (ตัวทึบ) ก็ได้ ดังเช่นรูปท ี่ 1-6 (ในเอกสารนี้จะใช้สัญลักษณ์ A แทนเวกเตอร์ 𝐴 หรือ B 
แทนเวกเตอร์ �⃑⃑� ) 
 
 
 
 
 
 
 
 

1) การไหลของของไหล      2) เวกเตอร์ของแรง 
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3) สนามแม่เหล็ก      4) การกระจัด 
 
 
 
 
 
 
 
 
5) สัญลักษณ์ของปริมาณเวกเตอร์    6) แสดงเวกเตอร์การกระจัด 
   ซ่ึงความยาวของลูกศรแทนขนาด 
   และหัวลูกศรแทนทิศทางของเวกเตอร์ 

 
ในรูปที่ 6 ถ้าเวกเตอร์ 𝐴  แทนการกระจัดขนาด 6 km จากจุด O ไปยังจุด P ใน ทิศตะวันออกเฉียงเหนือ 

จุดเริ่มต้น O คือหางลูกศร เรียกว่าจุดกําเนิดของเวกเตอร์ ส่วน P คือจุดหัวลูกศร เป็นจุดปลายของเวกเตอร์ ดังนั้น
เขียนเวกเตอร์ 𝐴 แทนด้วย OP ได้ คือการลากเส้นจาก จุดเริ่มต้น O ไปจุดปลาย P โดยมีลูกศรกํากับไว้ที่ปลายเส้น 
ขนาดของเวกเตอร์ 𝐴 เขียนเป็นค่าสมบูรณ์ 𝐴 = |𝐴|= 6 km หรืออักษรโรมัน ตัวปกติ A ซึ่งเป็นอักษรตัวเดียวกัน
นั้นเอง ในการเขียนสัญลักษณ์แทนปริมาณเวกเตอร์ด้วยลายมือ หรือพิมพ์ดีดต้องมีลูกศรกํากับไว้ด้วยเสมอ ส่วนใน
เอกสารนั้นจะใช้สัญลักษณ์เป็นอักษรโรมันตัวหนาแทนเวกเตอร์ 

1.1.3 องค์ประกอบเวกเตอร์ (Vector component)  
        ในระบบพิกัดฉากของระนาบ xy ถ้ากําหนดเวกเตอร์ 𝐴 ทํามุม  กับแนวแกน x ดังรูปที่ 7 

องค์ประกอบของเวกเตอร์ 𝐴 ตามแนวแกน x คือ 𝐴𝑥 และแกน y คือ 𝐴𝑦 ซึ่งสามารถ เขียนให้อยู่ในรูปเวกเตอร์ใน
ระบบแกนพิกัดฉาก ได้ คือ 

 
 
 
 
 

รูปที่ 7 แสดงองค์ประกอบของเวกเตอร์ 𝐴 ในระนาบ xy 
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     𝐴 = 𝐴𝑥 + 𝐴𝑦 = 𝐴𝑥𝑖Ƹ + 𝐴𝑦𝑗Ƹ      (1.1) 
 
เม่ือ 𝑖Ƹ และ 𝑗Ƹ คือเทอมที่กําหนดเฉพาะเพ่ือบ่งบอกทิศทางซ่ึงมีขนาดเท่ากับหนึ่ง และไม่มีหน่วย เรียกว่า 

เวกเตอร์หนึ่งหน่วย (Unit vector) ท่ีชี้ตามแนวแกน +x และแกน +y ตามลําดับ (เอกสารนี้จะใช้สัญลักษณ์ของ
เวกเตอร์หน่วยของเวกเตอร์ใด ๆ เป็นพยัญชนะตัวเล็กหนา เช่น เวกเตอร์ 𝐶 มีเวกเตอร์หน่วยคือ 𝑐Ƹ  (แต่ตําราบาง
เล่มอาจจะใช้เวกเตอร์หน่วยเป็น 𝑖Ƹ, 𝑗Ƹ , �̂� หรือ 𝑐Ƹ  ก็ได้) ดังนั้น  

 

                               𝑖Ƹ =
�⃑�𝑥

𝐴𝑥
 ,  𝑗Ƹ =

�⃑�𝑦

𝐴𝑦
                                                             (1.2)        

และขนาดของเวกเตอร์ 𝐴𝑥 และ 𝐴𝑦 พิจารณาจากสมการของตรีโกณมิติ มีขนาดเท่ากับ  
 

                                        𝐴𝑥 = 𝐴 cos 𝜃 , 𝐴𝑦 = 𝐴 sin 𝜃                                                                   (1.3)     
       
ซ่ึงองค์ประกอบของเวกเตอร์อาจเป็นบวกหรือลบก็ได้ อนึ่งการกําหนดแกน x และ แกน y ถ้าเขียนแกน x 

หรือแกน y เฉย ๆ จะหมายถึงชี้ไปทางแกนบวก 
การต้ังแกนพิกัด (Coordinate) โดยทั่วไปแล้วจะต้ังให้อยู่ในแนวระดับและแนวดิ่ง แต่ในบางกรณี เช่น ใน

กรณีระนาบเอียง ให้ต้ังแกน x ขนานกับระนาบเอียง และแกน y ต้ังให้ต้ังฉากกับระนาบเอียง จะทําให้ง่ายต่อการ
คํานวณ 
1.2 การรวมเวกเตอร์ (Addition of vectors)  

การรวมเวกเตอร์หมายถึงการนําเวกเตอร์มาเรียงแบบ หางต่อหัว (Tail to Head) โดยเวกเตอร์ลัพธ์ �⃑⃑� จะเกิด
จากการลากจากหางเวกเตอร์ตัวต้ัง 𝐴  ไปยังหัวเวกเตอร์ตัวสุดท้าย �⃑⃑� ดังรูปท่ี 8 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 8 แสดงการรวมของสองเวกเตอร์และเวกเตอร์ผลลัพธ์ที่ได้ 
 
 

𝐴 

�⃑⃑� 
�⃑⃑� = 𝐴 + �⃑⃑� 

O 

P 
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การบวกเวกเตอร์ เป็ นการรวมเวกเตอร์อย่างหนึ่งซ่ึงแตกต่างจากการบวกเลขทาง คณิตศาสตร์ทั่ว ๆ ไป 
เพราะการบวกเวกเตอร์จะต้องคํานึงถึงขนาดและทิศทางของเวกเตอร์นั้นด้วย เช่น การบวกเวกเตอร์ 𝐴  กับ �⃑⃑�   
แล้วได้ผลลัพธ์การบวก เป็นเวกเตอร์ 𝐶 ซ่ึงเราสามารถเขียนเป็น สมการได้  

 
𝐶 = 𝐴 + �⃑⃑�                                                                           (1.4) 

 
 ในการบวกเวกเตอร์นั้นเราสามารถสลับที่การบวกเวกเตอร์ได้ ซ่ึงเรียกว่า “คุณสมบัติ การสลับที่ 

(Commutative) ดังนั้น 
 𝐴 + �⃑⃑� = �⃑⃑� + 𝐴                                                                  (1-5)  

 
ซ่ึงสามารถแสดงคุณสมบัติการสลับที่ของเวกเตอร์ได้ ดังรูปที่ 9 
 
 
 
 
 
 
 
                   รูปที่ 9 แสดงคุณสมบัติการสลับที่ของเวกเตอร์ 
 
 
 
 
 
 
 
                  
 รูปที่ 10 (ก) แสดงการจัดกลุ่มการบวกเวกเตอร์    รูปที่ 10 (ข) แสดงการจัดกลุ่มการบวกเวกเตอร์  
 
สําหรับการบวกเวกเตอร์ที่มีมากกว่า 2 เวกเตอร์ เราสามารถสลับกลุ่ม (Associative) ได ้เช่น การบวก

เวกเตอร์ 𝐴 , �⃑⃑� และ 𝐶 โดยการนําเวกเตอร์ 𝐴 และ �⃑⃑� มาบวกกันก่อน แล้วจึงนําผลลัพธ์ด้วย 𝐶 ดังรูปที่ 10 (ก)  
ส่วนรูปที่ 10 (ข) เป็นการบวกเวกเตอร์โดยนํา เวกเตอร์  �⃑⃑� และ 𝐶 มาบวกกันก่อน แล้วนําผลที่ได้มาบวกด้วย
เวกเตอร์ 𝐴 ซ่ึงผลลัพธ์ที่ได้จะมี ความสัมพันธ์ ดังสมการ 

 
                  (𝐴 + �⃑⃑�) + 𝐶 =  𝐴 + (�⃑⃑� + 𝐶)                                                (1-6) 

𝐶 = 𝐴 + �⃑⃑� 𝐶 = 𝐴 + �⃑⃑� 

�⃑⃑� 

�⃑⃑� 

𝐴 
𝐴 

𝐴 

�⃑⃑� 
O 

𝐶 
�⃑⃑� + 𝐶 

𝐴 + (�⃑⃑� + 𝐶)      

𝐴 

�⃑⃑� 
O 

𝐶 

𝐴 + �⃑⃑� 

(𝐴 + �⃑⃑�) + 𝐶      
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ซ่ึงเวกเตอร์ในสมการที่ (1-6) จะมีขนาดเท่ากันและมีทิศไปในทางเดียวกัน 
 
 
 
 
 
         รูปที่ 11 (ก) แสดงการลบเวกเตอร์                                รูปที่ 11 (ข) แสดงการลบเวกเตอร์ 
 

การลบเวกเตอร์ก็สามารถทําได้ เช่นเดียวกับการบวกเวกเตอร์ โดยเวกเตอร์ทีจ่ะนํามาบวก จะเป็นส่วน
กลับของเวกเตอร์ หรือมีขนาดเท่ากับเวกเตอร์ลบ แต่มีทิศทางตรงกันข้าม ดังตัวอย่าง การลบเวกเตอร์ 𝐴 ด้วย
เวกเตอร์ �⃑⃑� ดังรูปท่ี 11 (ก) โดยส่วนกลับของเวกเตอร์ �⃑⃑�  และได้ผลลัพธ์ ดังรูปท่ี 11 (ข) ซึ่งจะมีความสัมพันธ์ตาม
สมการ 

𝐶 =  𝐴 − �⃑⃑� = 𝐴 + (−�⃑⃑�)                                                (1-7) 
 
1.2.1 การคูณเวกเตอร์ด้วยสเกลาร์  (The product of a scalar and vector) 

การคูณเวกเตอร์ด้วยปริมาณสเกลาร์นั้นแยกออกได้เป็น  3 กรณี ดังน้ี ถ้าให้ c = 4  เป็นจํานวนจริง และ 
𝐴 เป็นเวกเตอร์ ผลคูณระหว่าง c กับ 𝐴  จะได้ 4𝐴  ถ้า c = − 1

2
  ผลคูณ c กับ 𝐴 จะได้  − 1

2
𝐴 (ดูรูปที่ 12 

ประกอบ) 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 12 แสดงการคูณเวกเตอร์ด้วยปริมาณสเกลาร์ 
 

(1) ถ้า c > 0, c 𝐴  จะมีขนาดเท่ากับ cA และมีทิศทางเดียวกับ 𝐴   
(2) ถ้า c < 0, c 𝐴  จะมีขนาดเท่ากับ cA แต่มีทิศทางตรงข้ามกับ 𝐴  ซ่ึงการคูณเวกเตอร์ด้วยปริมาณส

เกลาร์จะสามารถหาผลลัพธ์ได้จากกฎการบวก ของเวกเตอร์ได้ ดังเช่น   
                                3𝐴  = 𝐴  + 𝐴  + 𝐴   
ในการบวกและการลบเวกเตอร์ใด ๆ เราสามารถเขียนเวกเตอร์นั้น ๆ ในรูปองค์ประกอบของเวกเตอร์ใน

ระบบพิกัดฉาก (x,y,z) ได้ ดังรูปที่ 13 
 
 
 

𝐴 𝐴 −�⃑⃑� �⃑⃑� = - + = 
−�⃑⃑� 

𝐴 𝐴 
𝐴 − �⃑⃑� �⃑⃑� 

𝐴 + (−�⃑⃑�) 

= 

𝐴 

𝐴 
4𝐴 

−
1

2
𝐴 
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รูปที่ 13 แสดงองค์ประกอบของเวกเตอร์ในระบบพิกัดฉาก 
 

โดยองค์ประกอบของเวกเตอร์ �⃑⃑�  ในระบบพิกัดฉาก สามารถเขียนในรูป 
 

 𝐴 = 𝐴𝑥 + 𝐴𝑦 + 𝐴𝑍 =  𝐴𝑥𝑖Ƹ + 𝐴𝑦𝑗Ƹ + 𝐴𝑧�̂�                                  (1-8)  
 

เมื่อ 𝐴𝑥, 𝐴𝑦, 𝐴𝑧 คือ องค์ประกอบของเวกเตอร์ 𝐴  ตามแนวแกน x, y, z ในทิศทางตาม  𝑖Ƹ, 𝑗Ƹ, �̂� ตามลําดับ 
โดยที่  𝑖Ƹ, 𝑗Ƹ, �̂�  เป็นเวกเตอร์หนึ่งหน่วย (Unit vector) ท่ีกําหนดตามนิยามในสมการที่ (1-3) และขนาดของเวกเตอร์ 
𝐴  เท่ากับ  

  𝐴 =  |𝐴| = √𝐴𝑥
2 + 𝐴𝑦

2 + 𝐴𝑧
2                                                   (1-9) 

 
โดยมีขนาดของ 𝐴𝑥, 𝐴𝑦 และ 𝐴𝑧 ตามลําดับ คือ  
 

𝐴𝑥 = 𝐴 sin 𝜃 cos ∅  , 𝐴𝑦 = 𝐴 sin 𝜃 sin ∅ , 𝐴𝑧 = 𝐴 cos 𝜃                        (1-10) 
 

สําหรับองค์ประกอบของเวกเตอร์บนระนาบ xy ใด ๆ ขนาดและทิศทางของ เวกเตอร์สามารถพิจารณาได้
จากรูปท่ี (1-3) โดยมีขนาดของเวกเตอร์ 𝐴  เท่ากับ 

  𝐴 =  |𝐴| = √𝐴𝑥
2 + 𝐴𝑦

2                                                        (1-11) 
 

และทิศทาง                  tan 𝜃 =  
𝐴𝑦

𝐴𝑥
                                                                      (1-12) 

นั้นคือ ถ้าเวกเตอร์ 𝐴  และ �⃑⃑�  เป็นเวกเตอร์ในระบบพิกัดฉากโดยมี 𝐶 = 𝐴 + �⃑⃑�  เราสามารถพิจารณา
การบวกของเวกเตอร์ได้จาก 

𝐴 =  𝐴𝑥 + 𝐴𝑦 + 𝐴𝑧 =  𝐴𝑥𝑖Ƹ + 𝐴𝑦𝑗Ƹ +  𝐴𝑧�̂� 
 
             �⃑⃑� =  �⃑⃑�𝑥 + �⃑⃑�𝑦 + �⃑⃑�𝑧 =  𝐵𝑥𝑖Ƹ + 𝐵𝑦𝑗Ƹ +  𝐵𝑧�̂� 
 

𝐴 

∅ 

�⃑⃑� 

𝐴𝑥𝑖Ƹ 

 

𝐴𝑥𝑦 

𝐴𝑦𝑗Ƹ 

𝐴𝑧�̂� 
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ดังนั้น  
  

𝐶 =  𝐶𝑥 + 𝐶𝑦 + 𝐶𝑧 = (𝐴𝑥 + 𝐵𝑥)𝑖Ƹ + (𝐴𝑦 + 𝐵𝑦)𝑗Ƹ + (𝐴𝑧 + 𝐵𝑧)�̂�        (1-13) 
 

ในทํานองเดียวกันถ้าต้องการ  𝐶 =  𝐴 − �⃑⃑�  เราสามารถเปลี่ยนจากการลบเวกเตอร์ ให้เป็นการบวก
เวกเตอร์ และได้ผลลัพธ์เป็น 

𝐶 =  𝐴 − �⃑⃑� = 𝐴 + (−�⃑⃑�) 

 
และ   𝐶 =  𝐶𝑥 + 𝐶𝑦 + 𝐶𝑧 = (𝐴𝑥 − 𝐵𝑥)𝑖Ƹ + (𝐴𝑦 − 𝐵𝑦)𝑗Ƹ + (𝐴𝑧 − 𝐵𝑧)�̂�        (1-13) 

 
ตัวอย่างท่ี 1-1  

จากรูปถ้ากําหนดให้เวกเตอร์ 𝐴  และ �⃑⃑� เป็นเวกเตอร์บนระนาบ xy และมีองค์ประกอบของเวกเตอร์เป็น 
𝐴 = 2𝑖Ƹ + 3𝑗Ƹ และ �⃑⃑� = −3𝑖Ƹ + 𝑗Ƹ จงหาขนาดและทิศทางของ 𝐴 + �⃑⃑� และ 𝐴 - �⃑⃑�    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
จากโจทย์ 𝐴 = 2𝑖Ƹ + 3𝑗Ƹ  และ �⃑⃑� = −3𝑖Ƹ + 𝑗Ƹ ถ้ากําหนดให้ 𝐶1 =  𝐴 + �⃑⃑� ดังนั้น  

𝐶1 =  𝐴 + �⃑⃑�  = (2𝑖Ƹ + 3𝑗Ƹ)  + (−3𝑖Ƹ + 𝑗Ƹ)  

          = (2 − 3)𝑖Ƹ  + (−3 + 1)𝑗Ƹ 

          = −𝑖 Ƹ − 2𝑗 Ƹ   
ขนาดของเวกเตอร์             𝐶1 =  |𝐶1| = √(12) + (−22)     = 2.24  หน่วย 
 
ทิศทาง 𝐶1 พิจารณาจาก   tan 𝜃 =  

𝐶1𝑦

𝐶1𝑥
     =  

−2

−1
= 2     

 
                                 𝜃 =  tan−1(2) = 63.4°   
 

นั้นคือ ขนาดของเวกเตอร์ 𝐶1 เท่ากับ 1 หน่วย ในทิศทํามุม 63.4 กับแกน –x ตามเข็มนาฬิกา ดังรูป 
ตอบ  

 

O 

𝐴 

�⃑⃑� 

y 

x 
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ในทํานองเดียวกัน ถ้ากําหนดให้ 𝐶2 =  𝐴 − �⃑⃑� ดังนั้น  
𝐶2 =  𝐴 − �⃑⃑�  = (2𝑖Ƹ − 3𝑗Ƹ) − (3𝑖Ƹ + 𝑗Ƹ)  

          = (2 + 3)𝑖Ƹ  + (−3 − 1)𝑗Ƹ 

          = 5𝑖 Ƹ − 4𝑗 Ƹ   
ขนาดของเวกเตอร์             𝐶2 =  |𝐶2| = √(52) + (−42)     = 6.40  หน่วย 
 
ทิศทาง 𝐶2 พิจารณาจาก   tan 𝜃 =  

𝐶2𝑦

𝐶2𝑥
     =  

5

−4
= −0.8     

 
                                 𝜃 =  tan−1(−0.8) = 38.7°   
นั้นคือ ขนาดของเวกเตอร์ 𝐶2 เท่ากับ 6.40 หน่วย ในทิศทํามุม 38.7 กับแกน –x ตามเข็มนาฬิกา ดังรูป

ตอบ 
1.2.2 การหาเวกเตอร์ลัพธ์โดยการสร้างรปู (The Geometry of Vectors Addition)  

การสร้างรูปจากผลการรวมเวกเตอร์จะเป็นวิธีการที่ง่ายทีสุ่ดในการหาเวกเตอร์ลัพธ์ เพราะใช้เพียง
เคร่ืองมือและอุปกรณ์สําหรับการวัดเท่านั้น ก็สามารถหาคําตอบได้ ส่วนความผิดพลาดที่เกิดข้ึนมักจะเกิดจาก
เคร่ืองมือวัดและผู้วัดเท่านั้น ถ้ากําหนดเวกเตอร์ 𝐴 ขนาดยาว 4 หน่วย ในทิศตามแนวแกน x และเวกเตอร์ �⃑⃑� 
ขนาดยาว 4 หน่วย ในทิศทํามุม 45 กับแนวแกน x ดังรูปท่ี 1-12 (ก) ถ้าต้องการหาเวกเตอร์ลัพธ์ �⃑⃑� ท่ีเกิดจาก 𝐴 
+ �⃑⃑� เราสามารถหาโดยวิธีการสร้างรูปได้ด้วยการนําหาง �⃑⃑� มาเรียงต่อกับหัว 𝐴 แบบหางต่อหัว สําหรับเวกเตอร์
ลัพธ์ �⃑⃑� จะเกิดจากการลากจากหางเวกเตอร์ตัวตั้ง  𝐴  ไปยัง หัวเวกเตอร์ตัวสุดท้าย �⃑⃑� จากน้ันนําเครื่องมือวัดมาวัด
ความยาวของ  �⃑⃑� ได้เท่ากับ 7.39 หน่วย และ มุมท่ีเวกเตอร์ �⃑⃑� ทํากับแกน +x ทวนเข็มนาฬิกา ประมาณ 22.5 
ดังแสดงในรูปท่ี 14 

 
 
 
 
 

 
 

รูปที ่14 แสดงการรวมเวกเตอร์โดยการสร้างรูป 
 

 

 

 

45° 𝐴 

�⃑⃑� 

𝐴 

�⃑⃑� 
45° 22.5° 

�⃑⃑� = 𝐴 + �⃑⃑� 
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1.2.3 การหาเวกเตอร์ลัพธ์โดยการคํานวณและแยกเวกเตอร์  

  การหาเวกเตอร์ลัพธ์โดยการคํานวณจากการแยกเวกเตอร์ ก็เป็นอีกวิธีหนึ่งทีม่ีความสะดวกและรวดเร็ว 
เพราะไม่จําเป็นต้องใช้เครื่องมือวัด ก็สามารถหาคําตอบได้ ถ้าพิจารณารูปที่ 14 เวกเตอร์ 𝐴 ขนาด 4 หน่วย และ 
�⃑⃑� มีขนาด 4 หน่วยในทิศทํามุม 45 กับแกน x เราสามารถแยกองค์ประกอบของเวกเตอร์ 𝐴 และ �⃑⃑� เป็น
องค์ประกอบของเวกเตอร์ตามแนวแกน x และแกน y ได้ตามลําดับ ดังต่อไปนี้ คือ 𝐴𝑥 = 4 cos 0°𝑖Ƹ , 𝐴𝑦 =

4 sin 0°𝑗Ƹ , �⃑⃑�𝑥 = 4 cos 45°𝑖Ƹ , �⃑⃑�𝑦 = 4 cos 45°𝑗Ƹ  ตามลำดับ  

 

 

 

 

รูปที่ 15 แสดงการหาเวกเตอร์ลัพธ์ โดยการแยกเวกเตอร์และคํานวณ 

จากรูปที่ 15  สามารถหาเวกเตอร์ลัพธ์ตามแนวแกน x ได้ 

�⃑⃑�𝑥 =  𝐴𝑥 + �⃑⃑�𝑥 = 4 cos 0° 𝑖Ƹ + 4 cos 45°𝑖Ƹ 

          = (4 + 2.83)𝑖Ƹ 

= 6.83 𝑖Ƹ 

 และเวกเตอร์ลัพธ์ตามแนวแกน y เท่ากับ 

           
�⃑⃑�𝑦 =  𝐴𝑦 + �⃑⃑�𝑦 = 4 sin 0° 𝑗Ƹ + 4 sin 45°𝑗Ƹ 

          = (0 + 2.83)𝑗Ƹ 

= 2.83 𝑗Ƹ 

 ดังนั้นเวกเตอร์ลัพธ์ 

    

�⃑⃑� =  �⃑⃑�𝑥 + �⃑⃑�𝑦 = 6.83 𝑖Ƹ + 2.83  𝑗Ƹ 

                               𝑅 =  |�⃑⃑�| = √(6.83)2 + (2.83)2    

= 7.39   หนว่ย 

 

45° 𝐴 

�⃑⃑� 

𝐴 

�⃑⃑� 
45° 22.5° 

�⃑⃑� = 𝐴 + �⃑⃑� 
�⃑⃑�𝑦 

�⃑⃑�𝑥 
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 ละทิศทางของ �⃑⃑� พิจารณาจาก    

     tan 𝜃 =  
𝑅𝑦

𝑅𝑥
   =  

2.83

6.83
= 0.414 

            𝜃 =  tan−1(0.414) 
              𝜃 =  22.5° + 𝑥                                                                  ตอบ 
 
1.3 การคูณเวกเตอร์ (Multiplication of vectors)  

      ปริมาณทางเวกเตอร์นอกจากจะนํามารวมกันได้แล้ว เรายังสมารถนํามาคูณกันได้อีกแต่ยัง ไม่พบการนํา
เวกเตอร์มาหารกัน ซ่ึงผลจากการคูณกันของเวกเตอร์จะให้ผลลัพธ์เป็น 2 ปริมาณคือ ปริมาณท่ีมีเฉพาะขนาดเพียง
อย่างเดียว ซ่ึงเรียกว่า ผลคูณสเกลาร์ (Scalar product หรือ Dot product) กับปริมาณทีม่ีท้ังขนาดและทิศทาง 
เรียกว่า ผลคูณเวกเตอร์ (Vector product หรือ Cross product)  
1.3.1 ผลคูณสเกลาร์ ผลคูณสเกลาร์ของเวกเตอร์  �⃑⃑� และ -�⃑⃑� มีนิยามว่าเป็นปริมาณสเกลาร์ที่ได้จาก การคูณ

ขนาดของเวกเตอร์ 𝐴 กับ �⃑⃑� และ cosine ของมุมระหว่างเวกเตอร์ทั้งสองนั้น ดังรูปท่ี 16 ซ่ึงผลคูณส
เกลาร์นี้เขียนเป็นสัญลักษณ์ได้ว่า 𝐴 ∙ �⃑⃑� (อ่านว่า A dot B) ซ่ึงมีค่าดังนี้ 

 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 16 แสดงความหมายของ dot product 
 

𝐴 ∙ �⃑⃑� = 𝐴𝐵𝑐𝑜𝑠𝜃                                                                                    (1-15) 
 

เม่ือ  เป็นมุมระหว่าง 𝐴 กับ �⃑⃑� และเป็นมุมท่ีเล็กกว่า 180 หรือ 0<  < 180 อนึ่งให้สังเกตและจําไว้
เสมอว่า 𝐴 ∙ �⃑⃑� จะเป็นปริมาณสเกลาร์  

จากรูปที่ 16  และนิยามของผลคูณสเกลาร์จากสมการที่ 17 จะเห็นว่า 𝐴 ∙ �⃑⃑� คือผลคูณของขนาดของ 𝐴 
กับเงาของ �⃑⃑� บน 𝐴 หรือผลคูณของขนาดของ �⃑⃑� กับเงาของ 𝐴 บน �⃑⃑� นั้นเอง ถ้า 𝐴 เป็นเวกเตอร์ใด ๆ ในระบบ
พิกัดฉาก ซ่ึงเขียนอยู่ในรูปขององค์ประกอบ ของเวกเตอร์ทั้งสามคือ 𝐴𝑥 , 𝐴𝑦, 𝐴𝑧ตามแนวแกน x, y และ z ได้
ตามลําดับ ซ่ึงจะสามารถเขียน 𝐴 ได้ดังสมการ 

𝐴 =  𝐴𝑥 + 𝐴𝑦 + 𝐴𝑧 =  𝐴𝑥𝑖Ƹ + 𝐴𝑦𝑗Ƹ +  𝐴𝑧�̂�                                         (1-16) 
จากนิยามของผลคูณสเกลาร์จากสมการที่ (1-15) 
                             𝐴2 = 𝐴 ∙ 𝐴 =  (𝐴𝑥𝑖Ƹ + 𝐴𝑦𝑗Ƹ +  𝐴𝑧�̂�) ∙ (𝐴𝑥𝑖Ƹ + 𝐴𝑦𝑗Ƹ +  𝐴𝑧�̂�)          
                                                  =  𝐴𝑥

2 + 𝐴𝑦
2 + 𝐴𝑧

2 = 𝐴2                

𝐴 

𝜽 

�⃑⃑� 𝐴 ∙ �⃑⃑� = 𝐴𝐵𝑐𝑜𝑠𝜃 

𝐵𝑐𝑜𝑠𝜃 
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เนื่องจากเวกเตอร์หน่วย iƸ, jƸ, k̂ ต่างก็ตังฉากซ่ึงกันและกัน ดังนั้น 
               𝑖Ƹ ∙ 𝑖Ƹ =  𝑗Ƹ ∙ 𝑗Ƹ = �̂� ∙ �̂� = 1                 
                            𝑖Ƹ ∙ 𝑗Ƹ =  𝑗Ƹ ∙ �̂� = �̂� ∙ 𝑖Ƹ = 0                     

ดังนั้นขนาดของ 𝐴 จะได้ 
   𝐴 =  |𝐴| = √𝐴𝑥

2 + 𝐴𝑦
2 + 𝐴𝑧

2                                                (1-17) 
ซ่ึงจะสังเกตเห็นว่าสมการที่ (1-17) มีค่าเท่ากับสมการที่ (1-9) สมการท่ี (1-16) ถ้าคูณเวกเตอร์ 𝐴  ด้วย  iƸ

จะได้ 
   𝐴 ∙  𝑖Ƹ =  𝐴𝑥 = 𝐴𝑐𝑜𝑠 𝛼 
ในทํานองเดียวกัน ถ้าคูณด้วย jƸ และ k̂  จะได้ 
   𝐴𝑦 = 𝐴𝑐𝑜𝑠𝛽  
                                         𝐴𝑧  = 𝐴𝑐𝑜𝑠𝛾 

เม่ือ , ,  เป็นมุมท่ีเวกเตอร์ 𝐴  ทํากับแกน x, y และ z ตามลําดับ (ดูรูปท่ี 17) ดังนั้นเราสามารถนิยาม
ความหมายของไดเรคชันโคไซน์ (Direction cosine) ได้เป็น 

 
cos 𝛼 =

𝐴𝑥

𝐴
, cos 𝛽 =  

𝐴𝑦

𝐴
, cos 𝛾 =

𝐴𝑧

𝐴
                                     (1-18) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 17 แสดง Direction cosine ของเวกเตอร์ 𝐴   
กฎต่าง ๆ ของผลคูณสเกลาร์ 

1. 𝐴 ∙ �⃑⃑� = �⃑⃑� ∙ 𝐴                            Commutative law  
2. 𝐴 ∙ (�⃑⃑� +  𝐶) = 𝐴 ∙ �⃑⃑� +  𝐴 ∙  𝐶     Associative law  
3. 𝑐(𝐴 ∙  �⃑⃑�) = (𝑐𝐴) ∙ �⃑⃑� =  𝐴  ∙ (𝑐�⃑⃑�) 
4. ถ้า 𝐴 ∙ �⃑⃑� = 0  แสดงว่า (1) 𝐴 หรือ �⃑⃑� = 0 หรือ (2) ถ้า 𝐴  และ �⃑⃑� ไม่เป็ นศูนย์ แสดง ว่า 𝐴   ต้ัง

ฉากกับ �⃑⃑� 
 
 
 
 
 

𝛼 

𝑥 

𝛾 

𝐴𝑥𝑦 

𝑦 

𝑧 

𝛽  
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ตัวอย่างท่ี 1-2 จากรูป กําหนดให้ 𝐴 = 2𝑖Ƹ − 𝑗Ƹ + 3�̂� จงหาเวกเตอร์หน่วยของ 𝐴  และมุมที่ 𝐴  ทํากับแกน x,y 
และ z ตามลําดับ 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
  

วิธีทํา หาขนาดของ 𝐴   
       𝐴 =  |𝐴| = √𝐴𝑥

2 + 𝐴𝑦
2 + 𝐴𝑧

2     
    
                                                         = √(2)2 + (−1)2 + (3)2 
 

         = 3.74 หน่วย 
 
ดังนั้นเวกเตอร์หน่วยของ 𝐴  หรือ �̂�   จะมีค่าดังนี้  
 

 �̂� =  
�⃑�

𝐴
=  

2𝑖Ƹ−𝑗Ƹ+3�̂�

3.74
 

 

              = 0.53𝑖Ƹ − 0.27𝑗Ƹ + 0.80�̂�                                                       ตอบ 
 

จากนิยามของไดเรกชันโคไซน์จะได้ว่า  

cos 𝛼 =  
𝐴𝑥

𝐴
=  

2

3.74
= 0.53 

 

             cosβ =  
𝐴𝑦

𝐴
=  

−1

3.74
= −0.27 

 

cos 𝛾 =  
𝐴𝑧

𝐴
=  

3

3.74
= 0.80 

 

นันคือมุมท่ี 𝐴  ทํากับแกน x,y และ z ตามลําดับ คือ  = 58.0,  = 105.7,  = 36.9                   ตอบ 
 
 

𝑧 

𝑥 

𝑦 

𝐴 

𝑖Ƹ 

�̂� 
𝑗Ƹ 
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ตัวอย่างท่ี 1-3 กําหนดให้ 𝐴 = 2𝑖Ƹ + 3𝑗Ƹ และ �⃑⃑� = −4𝑖Ƹ + 𝑗Ƹ จงหามุมระหว่าง 𝐴  และ �⃑⃑� 
 
 
 
 

 
 
 
 

วิธีทํา หาขนาดของ 𝐴   
       𝐴 =  |𝐴| = √𝐴𝑥

2 + 𝐴𝑦
2      

    
                                                         = √(2)2 + (3)2 
 

         = 3.6 หน่วย 
        หาขนาดของ �⃑⃑�   
       𝐵 =  |�⃑⃑�| = √𝐵𝑥

2 + 𝐵𝑦
2     

    
                                                         = √(−4)2 + (1)2 
 

            = 4.1 หน่วย 
 และ                                 𝐴 ∙ �⃑⃑� = (2𝑖Ƹ + 3𝑗Ƹ) ∙ (−4𝑖Ƹ + 𝑗Ƹ) 

                    = 5   หน่วย 
จากสมการท่ี 1-15 จะได้ว่า 

       𝐴 ∙ �⃑⃑� = 𝐴𝐵𝑐𝑜𝑠𝜃  
 

       𝑐𝑜𝑠𝜃 =  
�⃑�∙�⃑⃑�

𝐴𝐵
=

5

(3.6)(4.1)
=  −0.34               

  

                  = 109.80                                                                                 ตอบ  
1.3.2 ผลคูณเวกเตอร์  

ผลคูณเวกเตอร์ของเวกเตอร์ 𝐴  และ �⃑⃑� ใด ๆ มีนิยามเป็นปริมาณเวกเตอร์ ซึ่งมีขนาดเท่ากับผลคูณของ
ขนาดเวกเตอร์ 𝐴 กับ �⃑⃑� และ sine ของมุมระหว่างเวกเตอร์ทั้งสอง โดยมีทิศตังฉากกับระนาบที่ฟอร์มขึ้นโดย
เวกเตอร์ 𝐴 และ �⃑⃑� เขียนเป็ นสัญลักษณ์ได้ว่า 𝐴 x �⃑⃑� (อ่านว่า A cross B) และมีค่าดังนี้ 

 
𝐶 =  𝐴 𝑥 �⃑⃑� = 𝐴𝐵𝑠𝑖𝑛𝜃 �̂�                                                     (1-19) 

 

O 

𝐴 �⃑⃑� 

y 

x 
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รูปที่ 18 แสดงระบบมือขวาหรือแบบเกลียวขวา (Right-handed system) 
(ท่ีมา: https://www.toppr.com/ask/content/story/amp/right-handed-system-of-vectors-52408/) 

 
เม่ือ 0 < θ < 180 และทิศทางของเวกเตอร์ 𝐶 เขียนแสดงไว้ ดังรูปที่ 18 ตามระบบมือขวาหรือแบบเกลียวขวา 
(Right–handed system) สว่นขนาดของ 𝐴 x �⃑⃑� จะมีค่าเท่ากับ พ้ืนทีข่องรูปสี่เหลี่ยมด้านขนานที่มีด้าน
ประกอบด้วยเวกเตอร์ทั้งสอง ดังแสดงให้เห็นดังรูปที่ 19 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 19 แสดงความหมายของ Cross product ท่ีเกิดจาก 𝐴 x �⃑⃑� 
 

โดยทั่วไปเวกเตอร์สามอัน 𝐴 , �⃑⃑� และ 𝐶 ซ่ึงมีจุดเริ่มต้นร่วมกันและไม่อยู่ในระนาบเดียวกัน ถ้า 𝐴 และ �⃑⃑� 
ทํามุม 0 < θ < 180 และหมุนเกลียวจาก 𝐴 ไป �⃑⃑� ผ่านไปเป็ นมุม θ เกลียวจะเคลื่อนที่พุ่งไปในทิศของ 𝐶 
เรียกว่า เกลียวขวาสําหรับเวกเตอร์ในระบบแกนพิกัดฉากใด ๆ สามารถเขียนเวกเตอร์เหล่านั้นในรูปองค์ประกอบ
ของเวกเตอร์ตามแนวแกน x, y และ z ได้ เช่น 
    𝐴  =  𝐴𝑥𝑖Ƹ + 𝐴𝑦𝑗Ƹ +  𝐴𝑧�̂�                                          

�⃑⃑�  =  𝐵𝑥𝑖Ƹ + 𝐵𝑦𝑗Ƹ +  𝐵𝑧�̂�        

 ดังนั้น                                𝐶  =  𝐴 x �⃑⃑� 

        = (𝐴𝑥𝑖 Ƹ + 𝐴𝑦𝑗 Ƹ +  𝐴𝑧�̂�) ∙ (𝐵𝑥𝑖 Ƹ + 𝐵𝑦𝑗 Ƹ +  𝐵𝑧�̂�) 
        = (𝐴𝑦𝐵𝑧 − 𝐴𝑧𝐵𝑦)𝑖Ƹ + (𝐴𝑧𝐵𝑥 − 𝐴𝑥𝐵𝑧)𝑗Ƹ + (𝐴𝑥𝐵𝑦 − 𝐴𝑦𝐵𝑧)�̂� 
ทั้งนีเ้พราะว่า iƸ, jƸ และ k̂ ต่างก็ตังฉากซึ่งกันและกัน ดังนั้น 

               𝑖 ̂x 𝑖Ƹ =  𝑗Ƹ x 𝑗Ƹ = �̂� x �̂� = 0                 
                            𝑖Ƹ x 𝑗Ƹ = �̂�, 𝑗Ƹ x �̂� = 𝑖, �̂� x 𝑖Ƹ = 𝑗Ƹ                     

                          𝑖 ̂x �̂� =  −𝑗Ƹ, �̂� x 𝑗Ƹ = −𝑖, 𝑘 ̂x − 𝑖Ƹ = −𝑗Ƹ 

อีกวิธีหนึ่งที่สามารถหาผลคูณเนื่องจากผลคูณเวกเตอร์ได้เช่นเดียวกับการคูณ โดยตรง ก็คือวิธีการทางเมท
ริกซ์ (Matrix) โดยใช้หลักของดีเทอร์มิแนนท์ (Determinant) ดังแสดง ต่อไปนี้ 

𝐴 

�⃑⃑� 
𝐶 

�̂� 
𝜃 

ℎ = 𝐵𝑠𝑖𝑛𝜃 
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                         𝐶  =  𝐴 x �⃑⃑�  =       𝑖Ƹ         𝑗Ƹ        �̂�    
                                                                  𝐴𝑥      𝐴𝑦     𝐴𝑧    
                                                                  𝐵𝑥      𝐵𝑦     𝐵𝑧    
 
                                                          = (𝐴𝑦𝐵𝑧 − 𝐴𝑧𝐵𝑦)𝑖Ƹ + (𝐴𝑧𝐵𝑥 − 𝐴𝑥𝐵𝑧)𝑗Ƹ + (𝐴𝑥𝐵𝑦 − 𝐴𝑦𝐵𝑧)�̂� 
 
ซ่ึงจะให้ผลลัพธ์ออกมาเท่ากัน  
กฎต่าง ๆ ของ Cross product  
1.  𝐴 x �⃑⃑� =   −�⃑⃑� x 𝐴              Anti-commutative law  
2.  𝐴 x (�⃑⃑� + 𝐶) =   (𝐴 x �⃑⃑�) + (𝐴 x 𝐶)       Distributive law  
3.  𝑐(𝐴 x �⃑⃑�) =   (𝑐𝐴)x �⃑⃑� = 𝐴 x (𝑐�⃑⃑�) =  (𝑐𝐴 x c�⃑⃑�)       เมื่อ c เป็นจำนวนเต็ม 
4.  ถ้า 𝐴 x �⃑⃑� = 0  แสดงว่า (1) 𝐴  หรือ �⃑⃑� = 0 หรือ (2) 𝐴 และ �⃑⃑� ขนานกัน 

  
ตัวอย่างท่ี 1-4 กําหนดเวคเตอร์ 𝐴 = 3𝑖Ƹ + 2𝑗Ƹ − �̂�, 𝐴 = �⃑⃑� = 𝑖Ƹ − 𝑗Ƹ + 2�̂�  และ 𝐶 = −2𝑖Ƹ + 3𝑗Ƹ + �̂� จงหา 
ผลลัพธ์ของเวคเตอร์ทีเ่กิดจาก 𝐴 ∙ (�⃑⃑� + 𝐶) และ 𝐴 x (�⃑⃑� + 𝐶) 
วิธีทํา พิจารณา (�⃑⃑�  𝐶)  
จากสมการ     𝐶  =  𝐴 x �⃑⃑� = (𝐴𝑦𝐵𝑧 − 𝐴𝑧𝐵𝑦)𝑖Ƹ + (𝐴𝑧𝐵𝑥 − 𝐴𝑥𝐵𝑧)𝑗Ƹ + (𝐴𝑥𝐵𝑦 − 𝐴𝑦𝐵𝑧)�̂� 
ก็จะได ้                              �⃑⃑� x 𝐶  = (𝐶𝑦𝐵𝑧 − 𝐶𝑧𝐵𝑦)𝑖Ƹ + (𝐶𝑧𝐵𝑥 − 𝐶𝑥𝐵𝑧)𝑗Ƹ + (𝐶𝑥𝐵𝑦 − 𝐶𝑦𝐵𝑧)�̂� 
                                       = (−1 − 6)𝑖Ƹ + (−4 − 1)𝑗Ƹ + (3 − 2)�̂� 
                                                = 7𝑖Ƹ − 5𝑗Ƹ + �̂� 

ฉะนั้น   𝐴 ∙ (�⃑⃑� + 𝐶) ก็จะได้ 
            = (3𝑖Ƹ + 2𝑗Ƹ − �̂�) ∙ (7𝑖Ƹ − 5𝑗Ƹ + �̂�) 
                                                 =  −21 − 10 − 1 = 32                   หนว่ย 
สำหรับ  𝐴 x (�⃑⃑� + 𝐶)  จะพิจารณา (�⃑⃑� + 𝐶)  ก่อน โดยเริ่มจากกําหนด 
                                  �⃑⃑⃑�  =  (�⃑⃑� + 𝐶)     
                                                          =  (1 − 2)𝑖Ƹ + (−1 + 3)𝑗Ƹ + (2 + 1)�̂� 
                                                         =  −𝑖Ƹ + 2𝑗Ƹ + 3�̂� 

จากสมการ     𝐶  =  𝐴 x �⃑⃑� = (𝐴𝑦𝐵𝑧 − 𝐴𝑧𝐵𝑦)𝑖Ƹ + (𝐴𝑧𝐵𝑥 − 𝐴𝑥𝐵𝑧)𝑗Ƹ + (𝐴𝑥𝐵𝑦 − 𝐴𝑦𝐵𝑧)�̂� 
ก็จะได ้                 𝐴 x �⃑⃑⃑�  =  (𝐴𝑦𝐷𝑧 − 𝐴𝑧𝐷𝑦)𝑖Ƹ + (𝐴𝑧𝐷𝑥 − 𝐴𝑥𝐷𝑧)𝑗Ƹ + (𝐴𝑥𝐷𝑦 − 𝐴𝑦𝐷𝑧)�̂�  
                                    = (6 − (−2))𝑖Ƹ + (1 − 9)𝑗Ƹ + (6 − (−2))�̂� 
                                    = 8𝑖Ƹ − 8𝑗Ƹ + 8�̂�   

และมีขนาดเท่ากับ   
จาก                           𝐴 =  |𝐴| = √𝐴𝑥

2 + 𝐴𝑦
2 + 𝐴𝑧

2     
ก็จะได้                           |𝐴𝑥�⃑⃑⃑�| = √(8)2 + (−8)2 + (8)2     
                                             =  13.86             หนว่ย     ตอบ 
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